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ENsEÑANDO UNA MA TEMA TIC A MAS NOVEDOSA Y DIVERTIDA 
Parte II: Sucesiones Numéricas y logaritmo 
Nora Cosenza - Norma Gurruchaga - Haria Jose Vignoli 
RESUMEN: La finalidad de este trabajo (continuación de la 
Parte I) es despertar mayor interés en el aprendizaje de la 
Matemática a través del estudio de situaciones curiosas y 
novedosas. 
En esta parte II (continuación de la parte I [1]) 
trataremos los siguientes temas: 
-1. SUCESIONES NUMERICAS. 
-11. LOGARITMO. 
1 SUCESIONES NUMERICAS: 
En este tema describimos actividades para que alumnos de 
primer año, descubran cómo efectuar sumas que 
tradicionalmente son abordadas en el estudio de sucesiones 
[2,3,5,6,7]. 
o 
1 La suma de los ~ primeros numeros impares. 
La actividad propuesta es: a partir de un cuadrado 
unitario, formar cuadrados mayores, 
progresivamente otros cuadrados unitarios 
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A medida que van formando los cuadrados mayores, irán 
fijándose en la relación que va surgiendo. Así llegan a 
descubrir que: "La suma de los n primeros números impares es 
n2" 
o 2 . La suma de los primeros numeras pares. 
Recurrimos otra vez a los cuadrados unitarios y 
construimos ahora las siguientes figuras: (~f~i~g~ur~a~2~)~·r---~~~.-~~ 
.. · ., .._ . .. ........ ' ~ ~ .. 
Figura2 
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Observemos que en este caso se van formando rectángulos, 
donde cada lado tiene un cuadrado unitario más que el otro y 
se obtiene: 
suma de los dos primeros números pares: 2x3 = 6 
suma de los tres primeros números pares: 3x4 = 12 
suma de los cuatro primeros números pares: 4x5 = 20, 
y si se suman, por ejemplo, los treinta primeros números 
pares: 30 x 31 = 930. 
Entonces se descubre geométricamente que "la suma de los 
primeros números pares es n(n+1) ". 
o 
3 . La suma de los primeros numeras naturales. 
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Aplicando la propiedad conmutativa se descubre que las 
dos figuras son las mismas y que encajan de manera que 
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Aplicando la propiedad conmutativa se descubre que las 
dos figuras son las mismas y que encajan de manera que 
forman un rectángulo de 6 x 5. 
3 
Por lo tanto: 1 + 2 ~ 3 + 4 + 5 
1 
:= 2 (6. 5); y si fuesen 
los primeros 450 números que se suman: 
1 2 + 3 450 
1 ( ·151. 450 ) . Concluimos "La suma + + . . . + 
- 2 que: 1 2 n (n+1)". de los n primeros números naturales es: 2 (n +n) - 2 
Observacion: Resulta claro que este resultado puede 
obtenerse como una simple consecuencia de lo visto 
anteriormente y sin usar los cuadritos geométricos. La idea 
fundamental es observar la propiedad de que la suma de los n 
primeros números pares es el doble de la suma de los n 
primeros números naturales y por lo tanto tenemos: 
1 + 2 + ... + n 1 1 == 2 (2+4+, ... ,+2n) == 2 n(n+1). 
o 4 .Usando una construccion geometrica: 
Para verificar la propiedad: 
(1 + 2 + 3 +, . .. ,+ n) 2 == 13 + 23 + 33 +, ... ,+ 




5 5 S 
T 
4 4 4 
2. 4 4 
3 3 S 
3 
' 4 ?> ~ 5 , ¿ 4 2 z 3 2. 





o 5 . Usando gl binomio de Newton: 
a) Para calcular la suma de los primeros n números 
naturales: 
1 + 2 + 3 + 4 + ... + n ==? 
Consideremos las siguientes potencias de grado 2: 
( 1+1)2 := 12 + 2. l. 1 + 12 
(2+1)2 22 + 2.2. 1 + 12 
(3+1) 2 32 + 2.3. 1 + 12 
(4+1) 2 := 42 + 2.4. 1 + 12 
(n+l) 2 2 + 2.n. 1 12 == n + . 
sumando miembro a miembro tenemos: 
2 (n+1) == 1 + 2(1 + 2 + 3 +, ... ,+ n) + n, se pues 
cancela 22 con 32 y así sucesivamente. 
Entonces: 
1 2 1 + 2 + 3 +, . . . ,+ n == 2 [(n+1) -1-n] == 
== ~ (n2 + 2n + 1-1-n) == n2+n n(n+1) 2 -2-== 2 
b) Con este mismo razonamiento: podemos calcular: 
12 + 22 + 32 + 42 + 2 2 5 +, ... ,+ n ==? 
Consideremos ahora potencias de grado tres: 
( 1+1 )3 := 13 + 3 12 1 2 3 . . + 3. l. 1 + 1 
(2+1) 3 := 23 + 3.22. 1 + 3.2. 12 + 13 
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3 2 2 3 
= 3 + 3.3. 1 + 3.3. 1 + 1 
3 Sumando miembro a miembro, tenemos: (n+l) = 
= 1 + 3 (12 + 22 + 32+, . .. ,+ n2) + 3 (1 + 2 + 3+, ... ,+n) + n 
2 
3(12 22 2 2 (n +n) decir: 1 + + + 3 +, . . . ,+n) + 3 ~ + n, es = 
3(12 22 2 2 3 2 3 + + 3 +, . .. , +n ) = (n+l) - - n - 2 2 
3 2 1 3 2 3 1 = = n + 3n + 3n + - 2 n 2n 
- n -
3 3 2 1 
= n + 2 n + 2 n. 
Dividiendo por 3, tenemos: 
3 2 2n +3n +n 
, es decir: 
6 
2 2 2 2 1 +2 +3 +, ... ,+n = 
2 2 2 2 1 +2 +3 +, ... ,+n = 
n(n+1)(2n+1) 
6 
o 6 . Numeras de Fibonacci: 
a) ¿Como adivinar el numero suma? 
n - n 
Hagamos seguir a una persona las 
sentencias: 
Elija un número cualquiera: 
• Elija otro: 
· Sume los dos primeros obteniéndose así el 
tercer número de la sucesión: 
-
• Sume el segundo con el tercero, para obtener 
el cuarto: 
• Sume el tercero con el cuarto, para obtener 
el quinto: 
• Y así hasta llegar al décimo número: 
1 = 
siguientes 
o N l. .. 
o 
N 2 ... 
o 
N 3 ... 
o 
N 4 ... 
o 
N 5 ... 
o 
N 10 ... 
Controlamos que haya escrito todos los números. 
Ahora pedimos que sume la sucesión de los diez números, 
manteniéndolos en secreto. 
Mientras tanto nosotros podremos adivinar esta suma con 
sólo saber el número que ocupó el séptimo lugar de la 
sucesión y multiplicandolo por 11. 
Just ificacion: 
o N 1: X 
o 
N 2: y 
















X + 2y 
2x + 3y 
3x + 5y 
5x +By~ (5x + 8y). 11 = 
8x + 13y 
13y + 21y 
N° 10: 21x + 34y 
Sumando: 55x + 88y. 
55x + 88y. 
b) ¿Quienes son los "numeras de Fibonacci"?. 
En el libro del Abaco escrito por el famoso matemático 
/ 
Leonardo de Pisa, conocido mas por su apodo Fibonacci, del 
año 1202, se encuentran casi todos los conocimientos 
algebraicos de aquel tiempo. Este voluminoso tratado 
desempeñó un papel notable en el desarrollo de la matemática 
en Europa occidental, durante varios siglos. 
7 
3 2 2 3 
= 3 + 3.3. 1 + 3.3. 1 + 1 
3 Sumando miembro a miembro, tenemos: (n+l) = 
= 1 + 3 (12 + 22 + 32+, . .. ,+ n2) + 3 (1 + 2 + 3+, ... ,+n) + n 
2 
3(12 22 2 2 (n +n) decir: 1 + + + 3 +, . . . ,+n) + 3 ~ + n, es = 
3(12 22 2 2 3 2 3 + + 3 +, . .. , +n ) = (n+l) - - n - 2 2 
3 2 1 3 2 3 1 = = n + 3n + 3n + - 2 n 2n 
- n -
3 3 2 1 
= n + 2 n + 2 n. 
Dividiendo por 3, tenemos: 
3 2 2n +3n +n 
, es decir: 
6 
2 2 2 2 1 +2 +3 +, ... ,+n = 
2 2 2 2 1 +2 +3 +, ... ,+n = 
n(n+1)(2n+1) 
6 
o 6 . Numeras de Fibonacci: 
a) ¿Como adivinar el numero suma? 
n - n 
Hagamos seguir a una persona las 
sentencias: 
Elija un número cualquiera: 
• Elija otro: 
· Sume los dos primeros obteniéndose así el 
tercer número de la sucesión: 
-
• Sume el segundo con el tercero, para obtener 
el cuarto: 
• Sume el tercero con el cuarto, para obtener 
el quinto: 
• Y así hasta llegar al décimo número: 
1 = 
siguientes 
o N l. .. 
o 
N 2 ... 
o 
N 3 ... 
o 
N 4 ... 
o 
N 5 ... 
o 
N 10 ... 
Controlamos que haya escrito todos los números. 
Ahora pedimos que sume la sucesión de los diez números, 
manteniéndolos en secreto. 
Mientras tanto nosotros podremos adivinar esta suma con 
sólo saber el número que ocupó el séptimo lugar de la 
sucesión y multiplicandolo por 11. 
Just ificacion: 
o N 1: X 
o 
N 2: y 
















X + 2y 
2x + 3y 
3x + 5y 
5x +By~ (5x + 8y). 11 = 
8x + 13y 
13y + 21y 
N° 10: 21x + 34y 
Sumando: 55x + 88y. 
55x + 88y. 
b) ¿Quienes son los "numeras de Fibonacci"?. 
En el libro del Abaco escrito por el famoso matemático 
/ 
Leonardo de Pisa, conocido mas por su apodo Fibonacci, del 
año 1202, se encuentran casi todos los conocimientos 
algebraicos de aquel tiempo. Este voluminoso tratado 
desempeñó un papel notable en el desarrollo de la matemática 
en Europa occidental, durante varios siglos. 
7 
Numerosos problemas: constituyen una parte considerable 
de la obra. Analicemos uno de ellos: 
-"¿Cuántas parejas de conejos nacen en el transcurso de 
un año, de una pareja inicial?• 
Teniendo en cuenta que cada pareja produce otra al cabo 
de un mes, las que serán productivas al segundo mes de su
 
existencia. 
Sea la pareja inicial nacida el 
o 
1 de enero: 
o 
de 1 pareja 1 enero 
o 
de febrero 1 pareja 1 
o 
de 2 parejas 1 marzo 
o 
de abril 3 parejas 1 
o 
de 5 parejas 1 mayo 
o 
de junio 8 parejas 1 
o 
de julio 13 parejas 1 
o 
de agosto 21 parejas 1 
o de septiembre 34 parejas 1 
o 
octubre 55 parejas 1 de 
o 
noviembre 89 parejas 1 de 
o 
de diciembre 144 parejas 1 
o 
1 de enero 233 parejas. 
Pasemos de los conejos a los números, generalizando se 
puede definir la siguiente sucesión: 
u = 1 
1 
u = 1 
2 
u = u + u , con n > 2 
n (n-1) (n-2) 
parejas del mes anterior parejas nuevas 
Esta sucesión, en honor al autor del problema, se llama 
"Sucesión de Fi bonacci" y sus términos se llaman números d
e 
Fibonacci. 
Estos números poseen una serie de propiedades 
Q 
interesantes e importantes: 
Propiedad 1: La suma de los n primeros números: 
u + u + u +, ...• + u = ? 
1 2 3 n 
Si: u = u u 
1 3 2 
u = u - u 
2 4 3 
u = u u 
3 5 4 
u = u - u (n-1) (n+l) n 
u = u - u y sumando miembro a miembro 
n (n+2) (n+1) 
tenemos: u + u + u +, ... , + u = u - u 
1 2 3 n (n+2) 2' 
y 
recordando que u = 1, entonces obtenemos; 2 
u +u +, ... ,+u = u(n+2) - l. 
1 2 n 
Propiedad ~: La suma de los números de índices impares: 
u+u+u+, ... ,+u =? 
1 3 5 (2n-1) 
Si: u = u 
1 2 
u = u u 
3 4 2 
u = u - u 
5 6 4 
u(2n-1) = u 
2n - u
 y sumando miembro a miembro, (2n-2) 
tenemos: u + u + u 
1 3 5 
+ •...• +u =u (2n-1) 2n' 
con lo cual: u + u 
1 3 
+u+, ... ,+u =u 
5 (2n-1) 2n 
Propiedad ~: La suma de los números de índice par: 
u+u +u+, ... , +u=? 
2 4 6 2n 
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,...... 
Según la propiedad 1: u + u + u , ... , + u = 
1 2 3 n 
= u - 1, (2n+2) y restando de esta igualdad la propiedad 2, 
tenemos: 
u+u+u+, ... ,+u =u -1-u 
2 4 6 2n (2n+2) 2n u(2n+1 )-1, 
entonces: u +u +u+, ... ,+ u = u -1 . 
2 4 6 2n (2n+l) 
e) Aplicacion de Fi bonacci en tl triángulo de Pascal: 
Tanto interés como los números de Fibonacci tienen los 
llamados coeficientes binomiales. 
Los coeficientes binomiales son los coeficientes que 
tienen las potencias de x en el desarrollo (1+x)". Según el 
binomio de Newton tenemos: 
(1 +x)" = Co C1x + C2 2 e" n + x+, ... ,+ x. 
n n n n 
Los números Ck se determinan unívocamente para todos los 
n 
valores enteros positivos de n y para todos los valores 
enteros no negativos de k que no sean mayores que n. 
Entonces: e: = [ ~] = n! n(n-1) ... (n-k+1) = 1.2.3 .... k k! (n-k)! 
Esta fórmula suele emplearse como definición de los 
coeficientes binomiales. Lo determina como el número de 
combinaciones de orden k formada con n elementos. 
Veremos que existen vínculos directos 
1 
coeficientes binomiales y los numeros de Fibonacci. 
10 
Consideremos la siguiente tabla: Triangulo de Pascal: 
o 
e o 
o el e 
1 1 
o el c2 e 
2 2 2 
o d c2 .... e" e 




1 2 1 
1 3 " 3 1 
" 1 4 " 6 " 4 1 
" " 1 5 10 " 10 5 1 
" " 1 6 15 20 15 6 1 
Tracemos por los elementos del triángulo de Pascal las 
líneas que forman 45° con sus filas, llamándolas diagonales 
ascendentes del triángulo de Pascal. Por ejemplo, serán 
diagonales ascendentes la recta que pasa por los números 1,4 
y 3, o la recta que pasa por los números 1,5,6 y 1. 
La suma de los numeros gue pertenecen ª una misma 
1 
diagonal ascendente es un numero de Fibonacci. 
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Tracemos por los elementos del triángulo de Pascal las 
líneas que forman 45° con sus filas, llamándolas diagonales 
ascendentes del triángulo de Pascal. Por ejemplo, serán 
diagonales ascendentes la recta que pasa por los números 1,4 
y 3, o la recta que pasa por los números 1,5,6 y 1. 
La suma de los numeros gue pertenecen ª una misma 
1 
diagonal ascendente es un numero de Fibonacci. 
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La suma de estos números es: 
o el co c2 el e + + + + + ... 
n n-1 n-1 n-2 n-2 




+ c1 + c2 + • . . . • que no es más que la suma de los 
n n-1 
elementos que pertenecen a la (n+2)-ésima diagonal 
ascendente del triángulo. 
De aquí, basándonos en la propiedad 1 vista 
anteriormente, obtenemos que: 
"La suma de todos los coeficientes binomiales que se 
encuentran en la n-ésima diagonal ascendente del triángulo 
de Pascal y por encima de ésta, es igual a la suma de los 
coeficientes de la (n+2)-ésima diagonal menos l. 
11. LORARITMO. 
Veremos una nueva forma de definir logaritmo natural a 
través de un método geométrico distinto al habitual. [4]. 
o 
1 . Area de una fran,ja de hiperbola. 
Sea H la rama positiva del gráfico de la función y = ~. X 
esto es la función que asocia a cada número real positivo 
x > O, el número y = ~· H es el subconjunto del plano 
1 
constituido por los puntos de la forma (x; x), con~> Q. 
Geométricamente, H es la rama de la hipérbola x. y = 1, 
12 
que se ubica en el primer cuadrante. (figura 5). 
Figura 5 
Una fran,ja de h.i.Qérbola es determinada cuando fijamos dos 
números reales positivos ªy Q con a < b y tomamos la región 
del plano limitada por las dos rectas verticales ~=- ª' 
~=- Q por el eje de abscisa y por la hipérbola H. 
Indicaremos esa región con el símbolo Hb. (figura 6) 
a 
Figura 6 
Mostraremos ahora como proceder a fin de calcular el area 
de una franJa de la hiperbola. 
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1 
consideran rectángulos de altura igual a d El vértice 
superior de dicho rectángulo toca la hipérbola H y lo 
d 
llamaremos rectángulo inscripto en la franja H . La unión e 
de esos rectángulos inscriptos constituyen un polígono 




rectangular inscripto en la franja Hb da un a 
b 
por defecto del área de H Tanto o más a 
aproximado será ese valor cuanto más fina sea la subdivisión 
del intervalo [a, b). Esto es cuanto más próximos uno de 
otro estén los puntos de la subdivisión, menor será la 
diferencia entre el valor exacto del área de Hb y el área a 
del polígono rectangular inscripto. 
Podemos también decir que el área de Hb es el extremo a 
superior del conjunto de las áreas de los polígonos 
b 
rectangulares inscriptos en H . a 
o 
2 . Propiedad fundamental de las areas de franJas de 
hiperbola. 
Teorema: Para todo número real k > O, 
Hkb tienen la misma área. 
ka 






j_ -¡-d .. 
1 ~~ 1 
KJ:, JiL "q 1 • .,f 
c. d 
Tanto el rectángulo · de base [c;d] como el de base 
[kc;kd] tienen la misma área (1- al· 
Consideramos ahora un polígono rectangular P inscripto 
en Hb. Si multiplicamos por k cada una de las abscisas de 
a 
los puntos de subdivisión del [a;b], obtendremos una 
subdivisión en el intervalo [ka; kb) y por lo tanto otro 
polígono P inscripto en la franja Hkb. 
k ka 
Entonces para cada polígono rectangular inscripto en Hb a 
. t t . . t Hkb t · · ex1s e o ro 1nscr1p o en que 1ene su m1sma área. ka 
Esto significa que las áreas de estas dos franjas son 
números que poseen exactamente las mismas aproximaciones 
inferiores y por lo tanto son iguales. 
Además es fácil verificar que si a < ·b < e: Area 
(Hb) + Area (He) = (He). (figura 9). 
a b a 
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o 3 . Definicion de Logaritmos Naturales: Sea x un número 
real positivo. Definiremos el logaritmo natural de X como 
el area de la franja Jt. Así: 1 ln x = Area clfJ 1 con X > O, 
con la convención de tomar Are a clfl < O cuando O < X < l. 1 
Queda así definida una función real: 
ln:IR+ ~IR. 
En particular, cuando x = 1, H~, se reduce a un 
segmento, por lo tanto tenemos que el área es igual a cero y 
en consecuencia ln 1 = O. 
Podemos entonces escribir: 
ln 1 = O, 
ln x > O si x > 1, 
ln x < O si O < x < 1. 
EJemplos: Dados los números reales mayores que cero ª y 
g, escribir el área de la franja de hipérbola Hb en términos a 
naturales, (figura 7): 





La propiedad más importante de los logaritmos naturales 
es: 
"Logaritmo de un producto es la suma de los logaritmos 
de los factores: ln(x. y) = lnx + ln y". 
Considerando las franJ·as de h. é bol d lp r a, ebemos probar 
en virtud de la definición de logaritmo: Area (Hxy) = Area 
(H;) + Area (H~). 1 
Por lo visto anteriormente: 
Area, (Hxy) = Area (W) + Area (Hxy), 1 1 x y, como Area (Hxy) = Area (HY) 
x 1 • nos queda lo que queríamos verificar: 
ln(x.y) = lnx + ln y. 
Consecuencias: 
i) ln (xr) = r.ln x, · Sl r > O Y cuando r es exponente 
negativo se tiene: 
o = ln 1 = ln (x r • X -r) = 
ln r ln -r = X + X = 
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ln -r X = - r ln x 
i i) (x¡y) (x. ~) 
-1 
ln = ln = ln (x. Y ) = y 
= ln X + ln y 
-1 
= ln x - ln y. 
Estas fórmulas marcan el gran interés computacional del 
logaritmo ya que permite reducir cada operación aritmética a 
una operación más simple. 
o 4 . El nú!!!!ITQ "e". 
Sabemos que la función logaritmo es biunívoca, es decir 
que todo número real es logaritmo de un único número real 
positivo. Entonces: 
"Existe un único número real positivo cuyo logaritmo 
natural es igual a l. 
letra e. Es decir: 
Tal número es representado con la 
ln x = 1 ~ x = e. 
Pensando en términos geométricos, vemos que: Area 
(He) = l. 
1 
Podemos probar que: Area (H2 ) < 1, Area (H
3
) > 1; esto 1 1 
quiere decir: ln 2 < 1 < ln 3, con lo cual concluimos que: 
2 < e < 3. 
Se puede demostrar que el número e es irracional, su 
desarrollo decimal no termina, no es periódico. 
Un valor aproximado de e es: e= 2,71828182 ... 
Ejemplo: 
Una franja de hipérbola ~ tiene área igual a 5. ¿Cuál 
1 
es el valor de x? 
Sp = 
Entonces si Area (Hx) = 5 s 




EJercicio de apl icacion: Mostrar que 
1 1 1 + 2 + 3 + , • o o, + - es mayor que ln(p+l) . p 
y 
+'',,. 
- !_~~~:· .:~. - -









[1; p + 1] 
1,2,3, ...• p, p+1 
en P intervalos de 
Sobre [i, i+1] 
rectángulo cuya altura es 1 
cada intervalo se considera un 
f · La reunión de esos 
rectángulos es un pol · lgono rectangular de área S 
contiene a la franJ'a HP+ 1 L p' 
1 · u ego S P > 1 n ( p + 1 ) . 
la cual 
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ÜLIMPIADAS MATEMATICAS 
!f.u)A !! ant.a.ta 
En el año 1990 tuvieron lugar las Olimpíadas Matemáticas 
Internacionales en Pekín, con participación de más de 50 
países, entre ellos la Argentina. En estas competencias, 
cada país invitado puede enviar hasta seis participantes, 
que deben ser alumnos de escuelas secundarias o de nivel 
similar, menores de 20 años de edad . También en 1990 se 
realizaron las Olimpíadas Matemáticas Iberoamericanas en 
Valladolid (España) con la participación de dieciséis países 
iberoamericanos. En esas 01 impíadas cada país participante 
puede enviar hasta cuatro alumnos de no más de 19 años de 
edad, que no hayan ingresado en la educación superior con 
fecha anterior al año en que se celebra el evento. La 
Argentina también participó en esas Olimpíadas 
Iberoamericanas, alcanzando muy buenas calificaciones . 
Finalmente, en el mismo año de 1990 tuvieron lugar en la 
Argentina las Olimpíadas Matemáticas Nacionales, que se 
fueron de sarro 11 ando por etapas sucesivas: esco 1 ares, 
intercolegiales, zonales y regionales, hasta culminar con 
las pruebas finales que se realizaron en el Aula Magna de la 
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad 
de Buenos Aires el día 23 de noviembre. Esas 01 impíadas 
Matemáticas Nacionales, que fueron las séptimas realizadas 
en el país, constaron de tres niveles, correspondientes a 
alumnos de primero y segundo años (primer nivel), tercero y 
cuarto años (segundo ni ve 1) y quinto y sexto años (tercer 
nivel). Entre los ganadores de las últimas instancias se 
realizarán en 1991 otras pruebas para seleccionar los 
delegados argentinos a las Olimpíadas Matemáticas 
Internacionales, que habrán de tener lugar en Suecia, y a 
las Olimpíadas Matemáticas Iberoamericanas que deberán 
realizarse en la Argentina (Córdoba) en el mes de septiembre 
de 1991. 
El motivo fundamental de esas 01 impíadas Matemáticas es 
el de descubrir talentos matemáticos, para luego alentarlos 
y cuidarlos para que puedan desarrollarse en plenitud. Las 
Olimpíadas consisten en la resolución de problemas y en 
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